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TRIGONOMETRISKIE VIENADOJUMI

Metodiska izstradne dod iespeju matematikas stundas iepazities ar
trigonometrisko vienadojumu atrisinasanas panémieniem. Prezentacija
apkopoti teoretiskie pamati ar uzdevumu atrisinasanas piemeriem,
darbs satur ar1 uzdevumus patstavigajam darbam.
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1. Trigonometriskais vienadojums

Vienadojumu ar vienu nezinamo sauc par trigonometrisku

vienadojumu, ja nezinamais taja ietilpst tikai trigonometriskas funkcijas
argumenta.

Piemeéeram,

sinx = 0,5
sin2x —cosx =0

ir trigonometriskie vienadojumi;

COSX =X
x+sin2x =0

nav trigonometriskie vienadojumi.

Atrisinat trigonometrisku vienadojumu nozime vai nu atrast visas tas
nezinama lenka vertibas, ar kuram iegtist pareizu vienadibu, vai ar1
pamatot, ka sadu lenka vertibu nav.




2. Trigonometriskais pamatvienadojums

Gandriz ikvienu trigonometrisko vienadojumu ar atbilstoSu panemienu
palidzibu iespejams parveidot par vienu vai vairakiem
pamatvienadojumiem.

Trigonometriskie pamatvienadojumi:

cosx=a
sinx=a

Pamatvienadojumus erti atrisinat
- grafiski;
- izmantojot vienibas rinka liniju.



3. Trigonometriska vienadojuma
grafiska atrisinasana




Vienadojuma grafiska atrisinasana

Lai vienadojumu A(x) = B(x) atrisinatu grafiski:
1) viena koordinatu plakne uzzime funkciju y = A(x) un y = B(x) grafikus.
2) nolasa grafiku krustpunktu x koordinatas.

sinx =a Ja-1<a < 1,
tad vienadojumiem
y=5i.1'l1f yl sinx = a

41 ‘];f=ﬂ cosx =a

""""""""" ir bezgaligi daudz
atrisinajumu.

Noteikta intervala
trigonometriska
vienadojuma atrisinajumu
skaits ir galigs.

Jaa< —1vai a> 1,
tad vienadojumiem
sinx = a
cosx =a

atrisinajumu nav.



1. piemers Atrisini trigonometrisko vienadojumu noraditaja intervala.

1[4 31
cosx=0,5, ——<x<—
2 2
Atrisinajums:
y
Yy
\

—2m

Atbilde: x; = —%, X, = g



2. piemers Atrisini trigonometrisko vienadojumu noraditaja intervala.

sinx = 0; M <X<T
Atrisinajumes:
AY
y = sinx
> 1 7 O N

/ y=0 _

Atbilde: x = {—m; 0}.



3. piemers Atrisini trigonometrisko vienadojumu noraditaja intervala.

sinx = 2; —2m<x<2m

Atrisinajumes:

Grafiki nekrustojas. = Saknu nav.

Atbilde: x € .



Vienadojuma grafiska atrisinasana, lietojot digitalos rikus

Digitalas aplikécij as: DESMOS (https://www.desmos.com/)
GEOGEBRA
Piemers: Atrisini trigonometrisko vienadojumu noraditaja intervala.
T 37
cosx = 0,5; X € __;_]
2" 2
Atrisinajums: [zmanto aplikaciju DESMOS:

) ||
+ " —— Funkcija, kas parada, ka

mainas vienadojuma kreisas
( ) / L puses vertiba
y=coslx

b Vienadojuma labas
'U' y= 0.3 puses vertiba

-10 - 10
3 % =
T 31
o — E <x< 5
4 Intervals, kura ietvaros jaatrisina
dotais vienadojums Noraditaja intervala ietilpst saknes

Atbilde: x; = —g, x> =§


https://www.desmos.com/

Piemers  Atrisini trigonometrisko vienadojumu noraditaja intervala.

sinx = 0; —n<x<T

Atrisinajums: Izmanto aplikaciju DESMOS:

-+ o

1

Q i)
Av) v=0

10 .

3

0 —M<X<T
4

Atbilde: X1 = —T, X = 0.



Piemers  Atrisini trigonometrisko vienadojumu noraditaja intervala.

sinx = 2; —2n < x <2m

Atrisinajums: Izmanto aplikaciju DESMOS:

4+ e~ 5L
Q =sinx) x|
Q - N
~10 - 10
39 —m<x<2n xjj‘?-_
Grafiki nekrustojas. = Saknu nav.

Atbilde: x € 9.



Uzdevumi

1. Atrisini trigonometrisko vienadojumu grafiski noraditaja intervala:

1)cosx=1; x€ (—%;Zﬂ];

2)sinx = —-1,1; x € (—m;m);

3)sinx = —1; x € (—2m;2m);
. mw T
4) sinx = 0,5; xE[—E;Eli

5)cosx = —0,5; x € (—37”;271);

3w 3
6) cosx = 0; xE(—f;;n;

7)sinx =V2; x € (—m; 2m);

2. Atrisini trigonometrisko vienadojumu noraditaja intervala,
lietojot aplikaciju DESMOS. Salidzini ar 1. uzdevuma atrisinajumu.



4. Trigonometriska vienadojuma atrisinasana,
lietojot vienibas rinki




1. piemers 1) Atrisini trigonometrisko vienadojumu sinx = 0,5
2) Nosaki visas saknes intervala 0 < x < 2@

Atrisinajumes:

1) Uzzime vienibas rinka liniju, uz sinusu ass atliek vertibu 0,5.
lezime tos pagrieziena lenkus, kuru sinuss ir 0,5.

Viens no lenkiem ir %, jo sin% = 0,5, otrs punkts atbilst lenkim m — % =
Ta ka sinusa funkcija ir periodiska, tad vertibai atbilst ar1 lenki, kurus
iegtist, veselas (n) reizes pieskaitot pilno periodu 360° (2m).

Tapec vienadojumam sinx = 0,5 ir bezgaligi daudz atrisinajumu un tie ir:

[ 42 Atbildi var pierakstit grados:
- mn
X = 561_[ Y= 30° + 360°n
— t+2mn  Kurn€Z 150° + 360°n

2) Ievietojot n vieta veselos skaitlus - 1,0, 1,2, ... iegiist vienadojuma saknes;
L. ]an=—1,x=%+2n-(—1)=%—2n=—117n65[O;27T];
Jan=0,x=2+2m-0=2+0=%€ [0;2n];
Jan=1,x=2+2m-1=2+2r=2"> 27 ¢ [0; 27] utt.
2. Jan=-Lx=F+2m-(-1)=F-2m=-"¢[0;2n];
Jan=0x=2+21-0=2+0==2¢][0;2n];

Jan=1x=242r-1=2"+4 21 =2 ¢ [0;27] utt.

Atbilde: x; = %, Xy = —.




. o L V2
2. piemeérs 1) Atrisini trigonometrisko vienadojumu cosx = .

. o e 2) Nosaki visas saknes intervala 0 < x < m
Atrisinajums:

- : o .. . . — . V2
1) Uzzime vienibas rinka liniju, uz kosinusu ass atliek vertibu PE

- . . . V2
lezime tos pagrieziena lenkus, kuru kosinuss ir —.

Tie ir lenki % jeb 45° un —% jeb —45°.

Ta ka pieskaitot vai atnemot vienu vai vairakas reizes pilnu lenki T

2m, atkal ieguist pagrieziena lenki, kura kosinuss ir ‘/75, tad
vienadojumam ir bezgaligi daudz atrisinajumu.

% + 2mn Atrisinajums grados:
X=| r £ = | 45°+360°-n
—Z+27'm , kurn € Z —45° 4+ 360° - n

Sis atbildes var apvienot viena:
X = i%+ 2nn, n € Z jeb x = £45° + 360°n,n € Z.

2) Apluko atrisinajumus intervala [0; 7], kas ir 1. un 2. kvadranti.
1. un 2. kvadrantos vienadojumam ir tikai viena sakne x = %.

T
4"

Atbilde: x =




3. piemers

Atrisini trigonometrisko vienadojumu noraditaja intervala.

sinx = 2; -2t <x<2m
Atrisinajums:
sinx € [—1; 1] 2>1
= X €Q

Atbilde: x € .



Iegaume sekojosu pamatvienadojumu atrisinajumus:

i)
2
Jasinx = 0, ﬁﬂ Jacosx = 0,
tadx = in(n € 7Z) ﬂ\‘\—ﬂ/.r tadx=£+nn :
2
(n € Z) \%_/

Jasinx =1,

/
J =1,
- t:c:‘;si 21n C)E}

(n€e Z)

tad x = §+2n'n
(ne Z)

tad x = —§+21tn
(n € Z)

M
= tadx =m+2nn —1/\:
/

A
Jasinx = —1, ﬁ\ Jacosx = —1,
N el N
2




Uzdevumi Atrisini trigonometrisko vienadojumu noraditaja intervala,
izmantojot vienibas rinki:

1)cosx =1; x € (m;2m]; 9)cosx=\/—§' x € (1 271];
2 ) ) J

2)sinx = —=1,1; x € (~m;7); 10) sinx=\/7§; x € (—m;m);
3)sinx = —1; x € (~2m; 2m); 1) sinx = —; x € (~2m; 2n);
4) sinx = 0,5; xEl—g;g]; 12)cosx=—\/7§; X € —%;gl;
5) cosx = —0,5; xE(—%n;Zﬂ); 13)cosx=—\/§; xE(—%n;Zn);
6) cosx = 0; xE(—%n; 3;” ; 14)sinx=—\/7§; xE(—%n; 3;” ;

7) sinx = \/;; x € (—m; 2m);

8)sinx =0; x € [—m;m)



5. Trigonometrisko vienadojumu
risinasanas paneémieni

Vienadojumi, kurus atrisina, izmantojot
reizinajuma vienadibu ar nulli.

Vienadojumi, kurus atrisina, izmantojot
substitticijas metodi.



1) Vienadojumi, kurus atrisina, izmantojot
reizinajuma vienadibu ar 0

Lai izmantotu So metodi, vienadojumu parveido ta, lai ta viena puse butu
reizinajums, bet otra — 0.

Lai sadalitu reizinatajos, izmanto:

* izneSanu pirms iekavam, /

- saisinatas reizinasanas formulas, A=0|B=0] ... | C=0

* grupesanas panemienu utt .

Ja izteiksmju reizinajums ir vienads ar nulli, tad vismaz vienam no
reizinatajiem ir jabtuit vienadam ar nulli.

Pielidzinot katru reizinataju nullei, sSads vienadojums reducejas uz divu vai
vairaku vienadojumu atrisinasanu.

Tad sakotneja vienadojuma atrisinajums ir atsevisko vienadojumu atrisinajumu
apvienojums.

Metodes butiba - vienu sarezgitu vienadojumu parveido par diviem vai
vairakiem vienkarSakiem vienadojumiem.



Uzdevumu atrisinasanas piemeri

1. | Atrisinat vienadojumu 2 cos x - cos 2x = cos x.

Risinajuma soli Skaidrojums (plans)
2cosx-cos2x —cosx =0 1) Parveido vienadojumu, lai labaja
puse ir 0.
cosx-(2cos2x—1)=0 2) Kreiso pusi sadala reizinatajos,
iznesot kopigo reizinataju cos x.
cosx =0 vai 2cos2x—1=0 3) Katru reizinataju pielidzina 0.
X = % + 7tn, 2cos2x =1 4) Atrisina katru no iegutajiem
ner. cos 2y = % vienadojumiem.
T
2x = i§+27m |: 2
=4+
x=t—+mmn,
n € Z.
Atbilde: x = % +mn, x = i% + n,n € 7. 5) Uzraksta atbildi.



2. | Atrisinat vienadojumu V2 sin x cos x — 2 = cos x — 2+/2 sin x.

Risinajuma soli Skaidrojums (plans)

V2sinxcosx —2 —cosx + 2vV2sinx = 0 1) Visus saskaitamos parnes uz
vienadojuma kreiso pusi, lai labaja
puse ir 0.

V2sinxcosx —cosx + 2vV2sinx —2 =0 2) Kreiso pusi sadala reizinatajos ar

cosx (V2sinx —1) + 2(V2sinx — 1) = 0 grupesanas panemienu.

(\/Esinx — 1)(cosx +2)=0

V2sinx —1=0 vai cosx+2=0 3) Katru reizinataju pielidzina 0.

V2sinx =1 |:v/2 cosx = —2 4) Atrisina katru no iegtitajiem

1 2 x €@, jo vienadojumiem.
sinx = —=—- € [—1;1].
2 2 cosx € | ]

T
x—Z+21m,
3
x=:n+21m, n e Z.

Atbilde: x = % + 2mn, x = %ﬂ + 2mn,n € Z. 5) Uzraksta atbildi.



Uzdevumi patstavigajam darbam

7.50.-7.52. uzdevuma atrisinat vienadojumu.
?.lo. a) (2sinx+ Jg)(cosx-l) = () ) (2oosx—\/§)(2cosx+ \/5) = ()
b) (sinz + l)(2cosx - \/5) =10 d) (2sinx - \/5)(2sin1: + s/2-) = ()

7.51. a)sin r-sinz =0 d) sinbx cos2xr = sindr
b) cos® r-2cosz = () e)2oos7xsinz=\/§cos7x

f) 2sin3xcosx = sin3zr

7.52. a) | + sinzcos2z = sinx + cos2r c)sSNrcoszr+ 2=cosr+ 2sinz



2) Vienadojumi, kurus atrisina, izmantojot
substitiicijas metodi

Lietojot substitucijas metodi,

1. Trigonometriskaja vienadojuma, kadu ta dalu aizvieto ar jaunu mainigo (a,
y, t, ...), tadejadi trigonometriskais vienadojums tiek aizstats ar algebrisku
vienadojumu.

levero, ieprieksejais nezinamais vienadojuma nedrikst palikt.

2. Atrisina jauno vienadojumu.

3. AtgrieZas pie apzimeta un, izmantojot iegtito sakni (saknes), aprekina doto
nezinamo.

Ja vienadojuma nav viena nosaukuma trigonometriskas funkcijas, vispirms
vienadojumu parveido, lai tas saturetu tikai viena nosaukuma
trigonometrisko funkciju.

BieZi izmanto trigonometrisko pamatidentitati sin® x + cos
seko sakaribas:

2 x =1, no kurienes

sinx =1 —cos?x

cos?x =1 —sin?x



Uzdevumu atrisinasanas piemeri

Zx—2sinx—3=0.

1. | Atrisinat vienadojumu sin

Risinajuma soli Skaidrojums (plans)
t? —2t—3=0 1) Apzime izteiksmi sin x
ar palignezinamo t un veic
aizvietoSanu.
t,-t, = —3 2) Iegust kvadratvienadojumu un
{t1 i, =2 atrisina to, piemeram, izmantojot
Vjeta teoremu.
tl = -1 tz =3
sinx = —1 sinx = 3 3)Atgriezas pie apzimeta: sinx = t.
x =—=+2mn, X €Q,jo 4) Nosaka dota vienadojuma
ne7 ? sinx € [—1;1]. atrisinajumus.

Atbilde: x = —g + 2mn,n € Z. 5) Uzraksta atbildi.



Risinajuma soli

2(1 —sin®?x) + 5sinx =5
2—2sin?x+5sinx—5=0
—2sin?x +5sinx—3=0
2sin®x —5sinx+3=0

2t —5t4+3=0

t1=1 t2=1,5
sinx =1 sinx = 1,5
x=§+27m, X €EQ,jo

n € 7.

Atbilde: x = % + 2nn,n € Z.

sinx € [—1;1].

2. | Atrisinat vienadojumu 2cos? x + 5sinx = 5.

Skaidrojums (plans)

1) Vispirms vienadojumu parveido, lai tas
saturetu tikai viena nosaukuma
trigonometrisko funkciju.

1) Apzime izteiksmi sin x
ar palignezinamo t un veic aizvietoSanu.

2) leguist kvadratvienadojumu un atrisina
to, izmantojot saknu formulu.

3)Atgriezas pie apzimeta: sinx = t.

4) Nosaka dota vienadojuma
atrisinajumus.

5) Uzraksta atbildi.



Uzdevumi patstavigajam darbam

7.62. Atrisini vienadojumu.

a) 2cos’x—3cosx+1=0 g) 3sin’2x+7cos2x-3=0
X X - 42 6 22 =25

)sm 2(30524.2 0 ]) cos 2x+6cos” 2x 16

d) 3 —cos’x —3sinx =0 K) 5sinx + 2cos’x = 4

f) —2  —11-2sinx

sinx+1
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